Prof. Dr. Martin Kolb Paderborn, 17.02.2020

1. Priifungsklausur
Stochastik fiir Informatiker und Lehramtsstudierende
Wintersemester 2019/2020

Beachten Sie folgende Hinweise
e Zeit: 120 Minuten.

e Die Klausur besteht aus 8 Aufgaben auf jeweils einer eigenen Seite, dahinter einer
weiteren Seite mit 2 Tabellen zur Standardnormalverteilung und schliellich noch 4
zusétzlichen Seiten zum weiteren Bearbeiten von Aufgabenteilen. Die Klammerung
darf nicht gelost werden!

e Zugelassen als Hilfsmittel ist ein einseitig handbeschriebenes Blatt DIN A4. (Jedoch
keine elektronischen Geréte, Taschenrechner, etc.)

e Werden zu einer Aufgabe zwei Losungen angegeben oder ist die Losung nicht eindeutig,
so wird die schlechtere von beiden gewertet.

e Die Rechnungen sind in lesbarer Schrift unter den Aufgabenstellungen bzw. auf der
Riickseite auszufithren. Alle zur Losung der Aufgabe notwendigen Rechenschritte miissen
aufgeschrieben werden.

e Benutzen Sie keinen Bleistift oder Rotstift!

Vor- und Nachname des Studierenden (Blockschrift):

Matrikelnummer:
Studiengang:
Viel Erfolg!
Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 || >
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erreichte Punkte

Klausurnote: Bonus: Endnote:




Aufgabe 1 (5 Punkte)
Es werden zwei faire sechsseitige Wiirfel hintereinander geworfen.

(a) Konstruieren Sie einen entsprechenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), der dieses
Experiment beschreibt. Begriinden Sie Ihre Antwort!

(b) Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der 6en.

(i) Geben Sie X als mathematisches Objekt explizit an.

(ii) Bestimmen Sie die Verteilung von X. Begriinden Sie ihre Antwort vollstandig.



Aufgabe 2 (6 Punkte)

An einer Universitat wurde eine Klausur geschrieben und die Studierenden mittels zusétzli-
chem Fragebogen zu ihrer Vorbereitung auf die Klausur befragt. Insgesamt haben 75% der
Klausurteilnehmer*innen die Klausur bestanden. Durch den Fragebogen konnte dies spezifi-
ziert werden. Einige Studierende hatten sich durch regelmiBige Beteiligung an den Ubungen
auf die Klausur vorbereitet. Diese hatten eine Bestehensquote von 90%. Ein Anteil von % der
Klausurteilnehmer*innen hat die Ubungsaufgaben nicht regelmifig bearbeitet, dafiir aber
vor der Klausur mehrere Tage intensiv gelernt. Von diesen Teilnehmer*innen hat immer-
hin die Halfte die Klausur bestanden. 10% der Klausurteilnehmer gaben an, dass sie weder
die Ubungsaufgaben regelméBig bearbeitet hatten, noch sich in den Tagen vor der Klausur
intensiv vorbereitet hatten.

(a) Bestimmen Sie die Bestehensquote derjenigen Klausurteilnehmer*innen, die weder
Ubungsaufgaben bearbeitet, noch intensiv gelernt hatten.

(b) Nun wihlen Sie unter den Klausurteilnehmer*innen, die die Klausur bestanden haben,
zufillig einen aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat die Person weder Ubungszettel
bearbeitet noch intensiv gelernt?



Aufgabe 3 (6 Punkte)

Gegeben sei ein diskreter Zufallsvektor (X,Y)) mit Werten in {—1,0,1} x {0, 1,2}, dessen
Verteilung durch folgende Tabelle gegeben ist:

Y
X 0 1 2

-1 0 103101
0 0 0
1 0210202

(a) Berechnen Sie die Randverteilung von X und Y.
(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.
(c) Sind X und Y unabhéngig? Begriinden Sie ihre Antwort.

(d) Berechnen Sie E[e*Y].



Aufgabe 4 (7 Punkte)

Gegeben sei die Dichtefunktion

0, x <0,
flz) =<z, 0<z<e,
0, T > c.

einer reellwertigen Zufallsvariable X, wobei ¢ > 0 eine reelle Zahl ist.

(a) Bestimmen Sie die reelle Zahl ¢ > 0 so, dass f tatséchlich die Dichte einer reellen
Zufallsvariablen ist.

(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von X.
(c) Bestimmen Sie P(X > 1).

(d) Bestimmen Sie den Erwartungswert E[X] von X.



Aufgabe 5 (8 Punkte)

Ein fairer Wiirfel werde 180-mal unabhéngig voneinander geworfen.

(a) Verwenden Sie die Normalapproximation, um naherungsweise die Wahrscheinlichkeit
fiir mindestens 25 und hochstens 35 Wiirfe mit der Augenzahl 6 zu berechnen.

(b) Formulieren Sie die Ungleichung von Chebyshev fiir Zufallsvariablen endlicher Varianz
und berechnen Sie mit dieser ein 9 € N moglichst klein, so dass die Wahrscheinlichkeit
fiir mindestens 30 — ¢ und hochstens 30 + 0 Wiirfe mit der Augenzahl 6 mindestens
96% betrigt.



Aufgabe 6 (4 Punkte)

Wir betrachten die durch A > 0 parametrisierten Dichtefunktionen

At 0<z<l,
Iz) = {
0, sonst,

einer reellwertigen Zufallsvariablen. Verwenden Sie die Maximum-Likelihood Methode um
den Parameter A > 0 zu schétzen.



Aufgabe 7 (6 Punkte)

(a)

(b)

Sei X1, ..., X909 eine mathematische Stichprobe vom Umfang 100 zur Grundgesamtheit
X. Dabei ist X ~ N (u,0?) normalverteilt mit Mittelwert y € R und Varianz o2 > 0.
Testen Sie die Nullhypothese Hy : > 4 gegen H; : 1 <, wenn bei der Stichprobe der

empirische Mittelwert X := ﬁ 2102 X; = 3.9 gemessen wurde und

(i) die Varianz o2 := 0.25 betrigt.

(ii) die Varianz unbekannt ist und anhand der Stichprobe auf S? = & SUO(X, —
3.9)? = 0.49 geschiitzt wird.

Dabei sei die Beschrinkung der Fehlerwahrscheinlichkeit auf o := 5% fiir das filschliche
Ablehnen von H, vorgegeben.

Aus den Messungen der Warmeleitfahigkeit von 16 Glasfaserplatten einer bestimmten
Stiirke ergab sich der Mittelwert 7 = 17.1 und der Wert s = 0.36. Unter der Annahme,
die Messwerte seien unabhéngig und normalverteilt gebe man ein Konfidenzintervall
zum Niveau o = 0.1 fiir den Erwartungswert p der Warmeleitfahigkeit an.

Hinwers: Einige a-Quantile ¢, ,, der studentschen ¢-Verteilung mit n Freiheitsgeraden: t15 0.9 =~
1341, t15’0.95 ~ 1753, t16’0.9 ~ 1337, t16.95 =~ 1746, t17’0.9 ~ 1333, 17,0.95 ~ 1740, t99’0.9 =~
12902, t9970.95 ~ ]_66047 t100,0.9 ~ 1290, t10070_95 =~ 1.660.



Aufgabe 8 (8 Punkte)

Betrachten Sie eine Markov-Kette X = (X, )nen, auf dem Zustandsraum E = {1,2,3} mit
dem folgenden Ubergangsgraphen.

D12

D22

P33

Es gelte pa1 = p2o.

(a) Bestimmen Sie die fehlenden Ubergangswahrscheinlichkeiten und stellen Sie die zu-
gehorige Ubergangsmatrix P auf.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie: X ist ergodisch.
(c) Bestimmen Sie P(X5 =3 | X9 = 3).

(d) Bestimmen Sie die stationére Verteilung der Markov-Kette und begriinden Sie, ob diese
eindeutig ist.



Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

Ist X ~ N(0,1), so zeigen die Werte der Tabelle ®(z) = P(X < z). Beispielsweise ist
B(—0.12) = 1 — 0.5478 = 0.4522.
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Quantile der Standardnormalverteilung

Ist X ~ N(0,1), so zeigen die Werte der Tabelle z, = ®~!(a). Beispielsweise ist zy; =
—1.2816.
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Weitere Bearbeitung von Aufgabenteil:
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